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Modeles graphiques probabilistes

Modele graphique probabiliste = représentation graphique d'un
ensemble de lois de probabilité multivariées

e Modularité

— Gestion de la complexité

e Modele probabiliste

— flexibilité d'utilisation (inférence et apprentissage)

e Formalisme commun a de nombreux modeles/domaines

— Transferts : théorie/applications, théorie/théorie



Modeles graphiques probabilistes
Plan de la présentation

e Définition
e Inférence

e Apprentissage

— Parametres
— Structure

e Applications et perspectives



Modele graphique

e Variables aléatoires: X = (Xq,...,X,)
e Modele graphique = structure (graphe) + collection de lois locales

e Graphe

— Sommets ~ variables

— Absence d'arétes ~ indépendances conditionnelles
e Deux grandes familles:

— Graphe orienté
— Graphe non orienté



Modele graphlque non orienté (champ de Markov)

e Graphe, cliques

e (1) Loi factorisée: p(x H ¢C

/ est une constante de normallsatlon



Modele graphique non orienté (champ de Markov)

e Graphe, cliques

e (1) Loi factorisée: p(x H oc,(zc;)

/ est une constante de normallsatlon

e (2) Indépendances conditionnelles: sachant ses voisins, chaque
variable est indépendante du reste du graphe (séparation)

e Propriétés équivalentes sous certaines conditions (Théoreme de
Hammersley-Cliford)



Modele graphique orienté
(“Réseaux Bayésiens’)

e DAG (Directed acyclic graph): graphe orienté sans cycle

° (1) Loi factorisée: p Hp %’fparents(z))

1=1
(pas de contrainte de normalisation)



Modele graphique orienté
(“Réseaux Bayésiens’)

e DAG (Directed acyclic graph): graphe orienté sans cycle

® (1) Loi factorisée: p Hp ilfz’flfparents(z))

1=1
(pas de contrainte de normalisation)

e (2) Indépendance conditionnelles: chaque variable est
indépendante de ses non-descendants sachant ses parents (d-
séparation)



Modeles a trois noeuds

e Modeles triviaux

e Non orienté:

é é CZ) X1Z|Y

e Orienté 1 : Chaine de Markov
XA A X1Z|Y

e Orienté 2 : variable latente commune

XL AN A X1Z|Y

e Orienté 3 : “Explaining away”
X Y Z X | 7

— exemple: X, Z deux dés indépendants, Y leur somme



Markov-équivalence

e Deux graphes GG1, G5 sont Markov-équivalents ssi ils définissent la
méme famille de lois de probabilité

e (1, G2 non orientés: Markov-équivalence < égalité



Markov-équivalence

e Deux graphes GG1, G5 sont Markov-équivalents ssi ils définissent la
méme famille de lois de probabilité

e (1, G2 non orientés: Markov-équivalence < égalité

o (1, G5 orientés: Markov-équivalence < (G et G2 ont les mémes
“v-structures’ et des graphes non orientés égaux




Graphes décomposables

e (51 orienté, G5 non orienté: Markov-équivalence possible pour les
graphes décomposables (i.e., triangulés)

— (G non orienté est décomposable/triangulé ssi il n'existe pas de
cycle d'ordre supérieur ou égal a 4 sans cordes.

Triangulé Non triangulé




Modeles classiques formulés en modeles graphiques

e Modeles de mélange

e Analyse factorielle

e Modele de Markov caché

e Filtre de Kalman

e Modeles pour inférence Bayésienne

e Champs de Markov



Modeles de mélange

e NB: moyen simple pour modéliser des variables aléatoires non
Gaussiennes/non standard:

VAVAN




Analyse factorielle

VA

X1 Xo Xz X4 Xe

e NB: si 0f = 0%, Vj, équivalent a l'analyse en composantes

principales (Tipping & Bishop, 1999)



Modeles de Markov cachés

Z, Z, Zs3 Z, Zs

e /, discrets

e NB: équivalent a

L1 Zp Z3z Ly Is
X, Xo Xz Xs Xe



Filtre de Kalman

e Densités Gaussiennes



Modeles factoriels

e Modeles de Markov cachés factoriels (Ghahramani & Jordan, 1997)

e Variables latentes discretes et continues (switching Kalman filter)



Modele pour inférence Bayésienne

X]_ X2 Xn

e Parametres considérés comme variables aléatoires

e Exemple: z;|u, 0% ~ N(p,0?), 02 ~ (e, B), p ~ N (o, t?)

9?

e Notation “plate”:




Champs de Markov

000

OnOnOnOn®

5oL

e Images/Pixels

e Physique statistique
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Inférence dans les modeles graphiques

e {1,...,n} =0OUC, observations et variables cachées

o Calculer p(zc|zo) ou arg max, . p(zc|ro)

e Inférence naive: p(xc|ro) = p(xc,xo0)/p(To)
et p(z0) = X, plc, 70)



Inférence dans les modeles graphiques

e {1,...,n} =OUC, observations et variables cachées

o Calculer p(zc|zo) ou arg max, . p(zc|ro)

e Inférence naive: p(xc|ro) = p(ec, xo)/p(xo)
et p(w0) = X, plrc, o)

e Inférence exacte non naive

— utilise la factorisation des lois
— cadre non orienté plus adapté
_ ~ Vs V! . . p
Tache générique: caleuler Z = > |[;_, ¢c;(zc;) ou

e Inférence approchée



Inférence exacte dans les arbres

e Arbre (non orienté): graphe sans cycle

— Potentiels: ¥;(x;), ¥i;(xi, )
- p(z) = % 11; ¥i(z:) sz Vij(2i, T;)
— But: calculer Z = le - HZ Yi(x;) HZ] %g‘(l‘z‘,%‘)

.....



Inférence exacte dans les arbres

But: calculer Z = lexn 11, ¥i(x) Hz] Vi (24, 5)

Propagation de 2n messages le long des arétes

mij(a;) = Y Wi(zvi(nzy) [ mua)

i keN (i)\{Js}

Complexité linéaire

NB: configuration la plus probable: remplacer ) par max



Inférence exacte
(Lauritzen & Spiegelhalter,1988)

e Transformation des graphes en arbres non orientés

1. Moralisation des modeles graphiques orientés
X X4 X X4



Inférence exacte
(Lauritzen & Spiegelhalter,1988)

e Transformation des graphes en arbres non orientés

1. Moralisation des modeles graphiques orientés

X X4 X X,
X = X
X6 X6
X3 . X4
2. Triangulation du graphe non orienté
X X4
X =




Inférence exacte
(Lauritzen & Spiegelhalter,1988)

e Transformation des graphes en arbres non orientés

1. Moralisation des modeles graphiques orientés

X X4 X X,
X = X
X6 X6
X3 : X4
2. Triangulation du graphe non orienté
X X4
X =
Xe
X3

3. Construction d'un arbre de cliques



Construction d’un arbre de cliques

e Arbre de cliques

e Si le graphe est triangulé, arbre de clique = arbre de jonctions
(propriété d'intersection courante)

e Sinon...




Propagation des messages
e Arbre de jonctions

— 123/ #1256
X 235/

e Propagation de 2m messages (m = nombre de cliques), “MAX"
ou “SUM"

e Cohérence locale = cohérence globale !
e Complexité: exponentielle dans le cardinal de la plus grande clique

e Largeur arborescente (treewidth)
— Cardinal de la plus grande clique d'un graphe triangulé optimal



e /, discrets

Inférence
Modele de Markov cacheés

e Max-propagation = algorithme de Viterbi



Filtre de Kalman

e Densités Gaussiennes

e Propagation de vecteurs moyennes et de matrice de covariances



Modeles factoriels

e Modeles de Markov cachés factoriels

e Si m chaines de Markov latentes, complexité O(2™*!) au lieu de
O(2%™) (cas binaire)

e Données hétérogenes 7



Champs de Markov

000

OnOnOnOn®

5oL

e Largeur arborescente non bornée



Problemes de l'inférence exacte

e (1) Grande largeur arborescente
e (2) Données hétérogenes

e Inférence approchée

— Méthodes stochastiques (MCMC)
— Méthodes variationnelles



Markov chain Monte Carlo (MCMC)

e Echantillonner p(xgC|lxo) a I'aide d'une
chaine de Markov dont la loi stationnaire
est exactement p(x¢c|zo)



Markov chain Monte Carlo (MCMC)

e Echantillonner p(xygC|lxo) a I'aide d'une
chaine de Markov dont la loi stationnaire

est exactement p(zc|xo)

e Construction simple de la loi de transition: échantillonage de Gibbs

O—-O-O-0O-0

(Geman & Geman, 1984)

— |tération: pour 7 de 1 a n,

échantilloner p(xi‘wvoisins@))

— “burn-in"

O

/

)
)

\
1
\




Markov chain Monte Carlo (MCMC)

e Avantages
— converge vers l'inférence exacte
— peut toujours €tre utilisé

e Inconvénients

— Non triviale 3 mettre en oeuvre correctement
— Lenteur



Méthodes variationnelles d’inférence
(Jordan & al., 1997)

e Approcher p(x) par une loi g(z, ) plus simple

— Optimization (efficace) du parametre variationnel A



Méthodes variationnelles d’inférence
(Jordan & al., 1997)

e Approcher p(x) par une loi g(z, ) plus simple

— Optimization (efficace) du parametre variationnel A

e Modeles graphiques: q(x, \) obtenue en enlevant des arétes

O-O-0-0-0 00000
OO0 = 00000
O-O-O-0O-O 00000
O-O-O-0O-0 00000
O-O-O-0-O 00000

Méthode du champ moyen (physique statistique)



Méthodes variationnelles d’inférence
(Jordan & al., 1997)

e Approcher p(x) par une loi g(z, ) plus simple

— Optimization (efficace) du parameétre variationnel \

e Modeles graphiques: q(x, \) obtenue en enlevant des arétes
()
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Méthode structurée : utilisation de sous-structures simples



Méthodes variationnelles d’inférence
Modele factoriel




Méthodes variationnelles d’inférence

e Avantages

— Déterministe

— Simple a mettre en oeuvre
e Inconvénients

— ne converge pas vers |'inférence exacte



Modeles graphiques probabilistes
Plan de la présentation
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Apprentissage des parametres

e Nécessaire en pratique

e Hypothése: structure fixe (graphe + paramétrisation des lois
locales)

e Cadre fréquentiste: estimateur de maximum de vraisemblance bien
adapté aux modeles graphiques

e Cadre Bayésien



Apprentissage des parametres

e Cadre Bayésien: parametres considérés comme variables aléatoires

— Probabilités a priori p(6), a posteriori p(6|x)

— Formule de Bayes: p(f|z) = p(xz‘)?g(e)

— Apprentissage “=" inférence

— “Vrais Bayésiens” : jamais d'estimateurs ponctuels

— “Faux Bayésiens” : maximum a posteriori (MAP)

I ?02
&

Xi

n

e Deux cadres asymptotiquement équivalents



“Réseaux Bayésiens Bayésiens” et “réseaux
Bayésiens non Bayésiens” ?



Données completes
Maximum de vraisemblance

n
e Modeles orientés: p(x|6) = Hp(xilwparents@;)a 0;)
i=1
— Découplage du maximum de vraisemblance (V treewidth ! )
— Estimations locales
— Exemples: modeles discrets / Gaussiens



Données completes
Maximum de vraisemblance

e Modeles orientés: p(x|6) = Hp(xilwparents@;)a 0;)
i=1
— Découplage du maximum de vraisemblance (V treewidth ! )
— Estimations locales
— Exemples: modeles discrets / Gaussiens

e Modeles non orientés: p(x|f) = 91 H ¢c;(zc;, 0

— Pas de découplage du maximum de vralsemblance
— Algorithmes itératifs (IPF, 1S). Cf. Della Pietra et. al (1997),
Jirousek, 1995.



Données incompletes
Algorithme Expectation-Maximisation (EM)

e Modele p(x, 2|0)
z non observée (données manquantes ou modeéles de mélange)

e log vraisemblance: logp(z|0) =log ) _p(x, z|0)

e Algorithme itératif
— E-step: calculer J(0) = E,(;|»,0)logp(x, 2|0)
— M-step: maximiser J(#) par rapport a

e Propriétés de convergence

— Croissance de la vraisemblance a chaque itération
— Minimas locaux



Apprentissage de la structure

e Deux visions des modeles graphiques — deux types de méthodes

— Apprentissage de la structure par tests d'indépendances
conditionnelles (IC/PC: Pearl, 2000, Spirtes & al, 1993)
x Probléeme de complexité
+ Probleme de cohérence/fiabilité



Apprentissage de la structure

e Deux visions des modeles graphiques — deux types de méthodes

— Apprentissage de la structure par tests d'indépendances
conditionnelles (IC/PC: Pearl, 2000, Spirtes & al, 1993)
x Probléeme de complexité
+ Probleme de cohérence/fiabilité
— Apprentissage de la structure par des méthodes statistiques de
sélection de modeles
x Utilisation de la loi factorisée
* Calcul d'un score pour chaque structure
x Fouille dans |'espace des graphes orientés



Apprentissage de la structure
Scores pour données completes - Modele orienté

e Cadre Bayésien

— Calcul de la probabilité marginale du modéle
— Formule analytique dans certains cas (e.g., BDe pour
discrets/Gaussiens, Heckerman & al, 1995)

e Cadre fréquentiste



Apprentissage de la structure
Scores pour données completes - Modele orienté

e Cadre fréquentiste

— Le maximum de vraisemblance ne permet pas de faire de Ia
sélection de modeles



Apprentissage de la structure
Scores pour données completes - Modele orienté

e Cadre fréquentiste

— Le maximum de vraisemblance ne permet pas de faire de la
sélection de modeles
— Pénaliser les modéles plus complexes: AIC - BIC/MDL

J(G) =) I(wi,2rc)) + cste x Y #(i, m(G))
1=1 1=1

I information mutuelle calculée a |'aide des distributions
empiriques (multinomiales, Gaussiennes)



Apprentissage de la structure
Scores pour données completes - Modele orienté

Z[ Ty Ty () —I—CSteXZ#Z i (G))

e Optimisation du score

— Arbres
x Probleme d'arbre couvrant de poids maximal
+ Algorithme de Chow-Liu (1968!)

— Cas général: optimization gloutonne

— Problemes de Markov-équivalence



Apprentissage de la structure
Données incompletes

e Structural EM (Friedman, 1988)

— Alterner entre apprentissage des paramétres et apprentissage de
la structure

e Problemes de minimas locaux
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— Structure

e Applications et perspectives



Perspectives

e Applications

— Bio, image, texte, son, etc...

e Théemes récents/intéressants

— Inférence, inférence, inférence ...
— Modeles graphiques discriminants
— Modeles causaux

— Méthodes non-paramétriques

— Filtres particulaires



Modeles graphiques discriminants

Conditional random fields (CRF)
1 Z

N

Zy4 5
()

o

Z 7 Z
X; X, Xz X4 Xs

e Situation courante:

— x toujours observé, but=prédire z
— Apprentissage avec données complétes: maxy p(x, 2|0)
— Utilisation du modele: arg max, p(z, z|0) = arg max, p(z|x, 0)

e Modeles graphiques discriminants:

1. Apprentissage discriminant
2. Interactions longue portée possibles



Modeles graphiques discriminants

e Apprentissage discriminant

— maxg p(z|x,0) au lieu de maxg p(z, x|0)

— cf. régression logistique vs. analyse linéaire discriminante
— Complexité numérique supérieure

— Modele “correct/incorrect”



Modeles graphiques discriminants

e Interactions longue portée

e Biologie, traitement du texte (Lafferty & al, 2001)



Causalité

e |La corrélation n'implique pas la causalité

e En général, le sens d'une aréte dans un modele orienté ne
correspond pas a une relation de causalité



Causalité

e |La corrélation n'implique pas la causalité

e En général, le sens d'une aréte dans un modele orienté ne
correspond pas a une relation de causalité

e Sans hypothéses supplémentaires, des relations de causalité ne
peuvent pas étre inférée sans interventions



Causalité

e |La corrélation n'implique pas la causalité

e En général, le sens d'une aréte dans un modele orienté ne
correspond pas a une relation de causalité

e Sans hypothéses supplémentaires, des relations de causalité ne
peuvent pas étre inférée sans interventions

o Ceci dit...
— Modeles graphiques causaux (Pearl, 2000, Spirtes & al, 1993)



Modeles causaux

e Modeles orientés

o Chaque p(z;|x,,) représente un processus stochastique autonome

— Permet les interventions
e Inférence causale

e Apprentissage de relations de causalité

— Rappel: La corrélation n'implique pas la causalité
— Hypothese de sufficience causale

— Apprentissage sans expérimentation

— Apprentissage avec expérimentation



Méthodes non-paramétriques

e Hypotheses paramétriques classiques

— Données binaires: loi de Bernoulli
— Données catégoriques: loi multinomiale
— Données continues: loi Gaussienne



Méthodes non-paramétriques

e Hypotheses paramétriques classiques

— Données binaires: loi de Bernoulli

— Données catégoriques: loi multinomiale

— Données continues: loi Gaussienne

— Familles exponentielles (Poisson, Gamma, Beta) pour p(x)
— Modeles linéaires généralisés (GLIM) pour p(y|x)



Méthodes non-paramétriques

e Hypotheses paramétriques classiques

— Données binaires: loi de Bernoulli

— Données catégoriques: loi multinomiale

— Données continues: loi Gaussienne

— Familles exponentielles (Poisson, Gamma, Beta) pour p(x)
— Modeles linéaires généralisés (GLIM) pour p(y|x)

e Non-paramétrique: permet de s'affranchir d’hypotheses restrictives
sur les lois locales

— par obligation, ignorance, ou paresse...
— sans complexité numérique additionnelle majeure

e Cf. tutoriel de Michael Jordan (UC Berkeley), NIPS 2005



Filtres particulaires

pour modeles graphiques dynamiques
Z, Z, Zs Z, Zs

e Données, dynamique, et/ou observations complexes (i.e., non
Gaussiennes)

e Faible largeur arborescente, mais propagation délicate

e Méthodes particulaires: mise a jour efficace d'un ensemble de
particules qui suivent la loi p(z1, ..., 2¢|T1,...,2¢) pourt =1,....

e cf. Murphy (2002), Doucet & al. (2001)



Conclusion

e Modele graphique probabiliste = outil flexible de modélisation

e Echanges théorie/applications
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